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COMPLEMENT A UN PROBLEME DE M. KARAMATA
D. VAN DANTZIG

Solent o = {a;, oy, ...}, A = {41, 4, ...}, 0={04, 0o, . ..} des sui-
tes de nombres posit1fs Supposons la suite p non-décroissante et

01 > 1.
Disons qu’une suite x = {x,, %,, ...} de nombres réels appartient
a la classe D(«) si (et seulement si) pour chaque entier # > 1

(1) lxn+l T xﬂl = %y,

et a la classe S(A) si (et seulement si) pour chaque entier » > 1
n

(2) - Tk A, x| < 1.
1

Soit d’ailleurs L(p) la classe de toutes les suites x, telles qu’il
existe une suite croissante {n,, n,, ...} d’entiers positifs ayant les
deux propriétés

(3) I}f}:, Xny = O,

(4) N1 < 0 M pour chaque entier & > 1,
Posons |

(5) b2 lim sup «,,, 22% lim inf #4,, £ lim o,.

On démontre facilement le

Théoréme. Pourchagque suite x, satisfaisant a (1) et (2) avec
b=0 et | >0 et chague suite non-décroissante p avec r = oo il existe
une sute {nk} telle que (3) et (4) sont satisfaites. ‘

Donc, si D est la réunion de toutes les D(«x) avec b =0, S la
réumon de toutes les S(1) avec I > 0 et L’ l’intersection de toutes
les L(p) avec 7 = oo, le théoréme exprime la relation

(6) o DNScL'
- D’autre part nous avons démontre dans une note récente 1), en

1) D. vaAN DANTZIG, Sur un probléme de M. Karamata, Nieuw Archief voor
Wiskunde (3) 3, 1955, 89—92.
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nous restreignant au cas ot «,, = 4, = ! pour chaque #, et ou tous
les g, sont égaux, donc = 7 (<< o0), qu’il existe des suites x appar-
tenant a D(I) et 4 S(I) (en dénotant pour simplicité la suite de
nombres = #~1 par 1) mais a aucune L(p) avec g, = 7 < co.
I1 s’ensuit qu’elle n’appartient a aucune L(p) avec 7 << oo, tandis
qu’il est trivial que pour a, = A, =xn1on a b=0et ! > 0.
Dongc, s1 L est la réunion de toutes les L(p) avec 7 << oo, il existe
desxeD(I) N S(I) © D NS, nappartenant pas & L, de méme que

DNSN (L' — L) = 0.

Démonstration du théoréme. Soit M << N et supposons d’abord

qQUe€ X, Xpr0q, -+ -, X¥p—y Ont tous la méme signe. Alors
- reV—1 N ~1 : -' N
22> |2y T Anxy| = 23 A,l%,| = min |x,|. min nﬁﬂ.lnﬁ,
MsE=n<N M=n |
Donc pour un ¢ > O arbitraire (e <</):si xp, ..., ¥, Ont tous la
méme signe, on a ‘ '
. 2
(6) ;nm Ix.nl = —_“——"WN“ ,
M=n<N
(£ — &) In—

dés que M est suffisamment grand. |
D’autre part, si pour un 4 (M <A <<N) x,%,., <O, (1) entralne

(7) min |, <| %] < a,
M=n<N

Puisque (1) reste valide lorsqu’on remplace les a, par une suite

majorisante, p.e. par «, 2 max o, ce qui n’infirme en rien la vali-
dité de b = 0, on peut sup?og;er sans restriction que la suite {«,,
0, - - .4 €st monotone, donc «, < ap. On a alors en tout cas pour
M = M(e):
(8) min |x,| < mak {ocM, -—-----——-----————%--—--—---—-———}

M<n<N ¢ —e¢ (In M1 N)J

SO1t maintenant N, %t 1 N vy SIIN .V é;_:l]. On aura, a cause
de 7 = oo pour chaque k suffisamment grand, N,., > N, et

N1 N
> Vg — —. ' - j i -
N, > 0x—1 N, Donc lim N, = oo et lim N oo, done

Nk+1

aussi Iim In

= oo. Appliquons (8) avec M = N,, N = N,_,,

et soit 7, un # réalisant le minimum dans le membre gauche de (8).
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Alors

2
X, | < max {ocN : ---——-——--—--—--—-—---——---—--—-~—-—-—--} :
l kl ) (£ — &) In (Y g1/ N 1)

de méme que (3) est valide. (Remarquons qu'aulieudelim inf 24, > O
Nyia

K

» . * N »”
il aurait suffi de supposer X Ny A, — oo dés que

—> 00, Ou

aussl lim lim inf 27V 1, = o).
M~—>00 IN~»00

D’autre part

Prr1 . Nppo
<
4" Ny,
de sorte que (4) vaut aussi, ce qui compléte la démonstration.
(Received 7 March 1956).

< \/Qk-d Cr = O




